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Resumo
As indu´strias de papel esta˜o focadas em melhorar sua competitividade no mercado global
atrave´s do aumento de sua eficieˆncia operacional e da satisfac¸a˜o do cliente. O planeja-
mento da produc¸a˜o e´, portanto, uma atividade essencial para este fim e representa um dos
principais desafios que os tomadores de decisa˜o enfrentam nos dias atuais. Os problemas
de dimensionamento de lotes, sequenciamento e corte de estoque sa˜o comuns no plane-
jamento da produc¸a˜o, entretanto, a integrac¸a˜o desses problemas na˜o e´ muito explorada
na literatura. Neste trabalho, um modelo matema´tico de otimizac¸a˜o linear inteira para
o problema integrado de dimensionamento de lotes, sequenciamento e corte de estoque
aplicado a` indu´stria de papel e´ proposto. O modelo matema´tico apresenta algumas dificul-
dades para sua resoluc¸a˜o, tais como o grande nu´mero de padro˜es de corte, multiesta´gios
de produc¸a˜o e varia´veis bina´rias de preparac¸a˜o. O me´todo de soluc¸a˜o implementado
e´ baseado em abordagens conhecidas da literatura que superam essas dificuldades. Os
experimentos computacionais realizados com instaˆncias geradas a partir de dados reais
coletados em uma indu´stria de papel, uma ana´lise dos resultados, as concluso˜es e pers-
pectivas para este trabalho sa˜o apresentados.
Palavras-chaves: pesquisa operacional; planejamento da produc¸a˜o; problema de corte
de estoque; papel - indu´stria.
Abstract
Paper industries are focused on improving their competitiveness in the global marketplace
by increasing their operational efficiency and customer satisfaction. Production planning
is therefore an essential activity for this purpose and represents one of the main challenges
facing decision makers today. The lot sizing, scheduling and cutting stock problems are
common in production planning, however, the integration between these problems is not
much explored in the literature. In this work, a mathematical model of integer linear op-
timization for the integrated problem of lot sizing, scheduling and cutting stock applied
to the paper industry is proposed. The mathematical model presents some difficulties for
its resolution, such as the high number of cutting patterns, multistage production and bi-
nary setup variables. The implemented solution method is based on known approaches in
the literature that overcome these difficulties. The computational experiments performed
with instances generated from real data collected in a paper industry, an analysis of the
results, the conclusions and perspectives for this work are presented.
Keywords: operational research; production planning; cutting stock problem; paper -
industry.
“All models are wrong, but some are useful”
George Box (1919 - 2013)
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1 Introduc¸a˜o
O processo de produc¸a˜o do papel de algumas indu´strias e´ basicamente com-
posto de dois esta´gios. O primeiro possui uma ma´quina com capacidade de produc¸a˜o
limitada que produz va´rios tipos de pape´is obtidos a partir da mistura da celulose virgem
com a a´gua. Os pape´is sa˜o classificados de acordo com a gramatura (medida em gramas
por metro quadrado - g/m2). O papel e´ enrolado numa bobina grande que recebe o nome
de jumbo, como mostra a Figura 1.
Figura 1 – Jumbo de 470 cent´ımetros de largura e pesando cerca de 20 toneladas.
Fonte: 〈https://bit.ly/2ZpLVQr〉
O jumbo segue enta˜o para o segundo esta´gio de produc¸a˜o onde e´ cortado
em bobinas menores causando perdas de papel (veja a Figura 2). Os clientes fazem
pedidos por bobinas de diferentes gramaturas e larguras. A demanda de bobinas deve
ser atendida no prazo, entretanto, embora a fa´brica opere 24 horas por dia, durante os 7
dias da semana, atrasos na entrega ocorrem quando essa demanda e´ alta. Finalmente, as
bobinas sa˜o embaladas, estocadas e entregues aos clientes.
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Figura 2 – Rebobinadeira desenrolando e cortando um jumbo em bobinas.
Fonte: 〈https://bit.ly/2ZpLVQr〉
Os principais problemas de otimizac¸a˜o vistos no planejamento da produc¸a˜o do
papel sa˜o: dimensionamento de lotes, sequenciamento da produc¸a˜o e corte de estoque. No
problema de corte um jumbo em estoque e´ cortado em bobinas menores de tal maneira
que a perda de papel seja a menor poss´ıvel. Por outro lado, o problema de dimensiona-
mento de lotes determina o que e quanto produzir de jumbos em cada um dos per´ıodos
do horizonte de planejamento 1 afim de que a demanda de bobinas seja atendida, a capa-
cidade de produc¸a˜o respeitada e os custos de produc¸a˜o minimizados. Ja´ o problema de
sequenciamento estabelece a ordem na qual os jumbos sera˜o produzidos.
Nos u´ltimos anos, esses problemas de otimizac¸a˜o teˆm sido objeto de extensa
pesquisa. Uma tendeˆncia recente da literatura consiste em resolveˆ-los simultaneamente a
fim de obter planos de produc¸a˜o ainda melhores (Copil et al., 2017; Melega et al., 2018).
Esses problemas sa˜o frequentemente chamados de problemas integrados e sa˜o muito mais
desafiadores de serem solucionados, o que requer o uso de heur´ısticas e/ou meta-heur´ısticas
para se obter uma soluc¸a˜o fact´ıvel.
1.1 Trabalhos relacionados
Resp´ıcio et al. (2002) investigaram o problema de dimensionamento de lotes in-
tegrado ao problema de corte de estoque numa indu´stria de papel. A demanda de bobinas
1 Horizonte de planejamento e´ o intervalo de tempo considerado no planejamento da produc¸a˜o.
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deve ser atendida no prazo, entretanto, caso a capacidade de produc¸a˜o seja insuficiente
para produzir todas as bobinas necessa´rias, a venda e´ considerada como perdida. O mo-
delo matema´tico relaxado e´ resolvido pelo me´todo simplex com gerac¸a˜o de colunas e uma
soluc¸a˜o inteira para o problema integrado e´ obtida por uma heur´ıstica de arredondamento.
Correia et al. (2004) acoplaram o problema de dimensionamento de lotes ao
problema de corte de estoque. Devido a`s caracter´ısticas te´cnicas do processo de produc¸a˜o
do papel estudado, os jumbos produzidos sa˜o cortados em duas etapas distintas. Na
primeira, o jumbo e´ cortado em bobinas intermedia´rias e, na segunda, as bobinas in-
termedia´rias sa˜o cortadas em bobinas finais. O modelo matema´tico proposto e´ tambe´m
resolvido pelo me´todo simplex com gerac¸a˜o de colunas e heur´ıstica de arredondamento.
Poltroniere et al. (2008, 2016) combinaram o problema de dimensionamento de
lotes com o problema de corte de estoque. O objetivo do modelo matema´tico e´ minimizar
os custos de estoque dos jumbos, preparac¸a˜o da ma´quina de papel, estoque das bobinas
e da perda de papel. A resoluc¸a˜o do problema integrado e´ feita por duas heur´ısticas
baseadas na relaxac¸a˜o lagrangeana propostas pelos autores.
Correia et al. (2012) estenderam o problema descrito em Correia et al. (2004),
considerando-no com mu´ltiplas ma´quinas de papel e sem restric¸o˜es na capacidade de
produc¸a˜o. A sequeˆncia de produc¸a˜o para cada uma das ma´quinas foi baseada na for-
mulac¸a˜o matema´tica do problema do caixeiro viajante. Para resolver o problema inte-
grado, eles se basearam no me´todo de soluc¸a˜o proposto por Menon e Schrage (2002).
Santos e Almada-Lobo (2012) formularam um modelo matema´tico que integrou
a produc¸a˜o de celulose, papel e energia ele´trica numa indu´stria portuguesa. O problema de
planejamento da produc¸a˜o e´ modelado como um problema integrado de dimensionamento
de lotes e sequenciamento da produc¸a˜o, entretanto, a complexidade em resolveˆ-lo por
me´todos exatos motivou Figueira et al. (2013) e Furlan et al. (2015) a desenvolverem
heur´ısticas que obtivessem boas soluc¸o˜es para o problema integrado dentro de um tempo
computacional razoa´vel.
Lea˜o et al. (2017) propuseram duas formulac¸o˜es matema´ticas diferentes para
o problema integrado de dimensionamento de lotes e corte de estoque. A primeira for-
mulac¸a˜o foi baseada no modelo matema´tico de Trigeiro et al. (1989) para o problema de
dimensionamento de lotes, enquanto que para o problema de corte de estoque o modelo
matema´tico de Kantorovich (1960) foi usado. Ja´ na segunda formulac¸a˜o o problema de
corte e´ modelado segundo o modelo matema´tico de Gilmore e Gomory (1961, 1963).
Campello et al. (2019) conclu´ıram recentemente que lidar com problema inte-
grado de dimensionamento de lotes e corte de estoque de maneira multiobjetivo propor-
ciona ao tomador de deciso˜es maior flexibilidade ao planejar sua produc¸a˜o. Os autores
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adaptaram o modelo matema´tico de Poltroniere et al. (2008) e o resolveram com o me´todo
da soma ponderada e -restrito.
1.2 Objetivos e metodologia
Com base na sec¸a˜o anterior e´ poss´ıvel identificar que ha´ uma lacuna entre
os trabalhos listados, uma vez que nenhum deles trata dos problemas de dimensiona-
mento de lotes, sequenciamento da produc¸a˜o e corte de estoque de forma integrada na
indu´stria de papel. Portanto, o principal objetivo deste trabalho e´ propor um modelo
matema´tico e implementar um me´todo de soluc¸a˜o para o problema integrado de dimensi-
onamento de lotes, sequenciamento da produc¸a˜o e corte de estoque na indu´stria de papel.
O modelo proposto visa auxiliar na tomada de deciso˜es permitindo que simulac¸o˜es de
diferentes cena´rios sejam realizadas e os resultados analisados. Ale´m de reduzir os custos
de produc¸a˜o, uma ana´lise de simulac¸o˜es ajuda o tomador de deciso˜es a avaliar estrate´gias
de aquisic¸a˜o e ampliac¸a˜o dos recursos de produc¸a˜o.
Para alcanc¸ar esse objetivo, as seguintes tarefas foram realizadas:
1. Definic¸a˜o do problema integrado, coleta e ana´lise de dados;
2. Formulac¸a˜o do modelo matema´tico para representar o problema integrado;
3. Implementac¸a˜o de um me´todo de soluc¸a˜o para resoluc¸a˜o do problema integrado;
4. Testes e aprimoramento do modelo matema´tico desenvolvido e do me´todo de soluc¸a˜o
implementado;
5. Ana´lise dos resultados obtidos.
1.3 Organizac¸a˜o do texto
Esta dissertac¸a˜o esta´ dividida em outros quatro cap´ıtulos. No Cap´ıtulo 2 e´
apresentado conceitos ba´sicos que sera˜o usados ao longo desta dissertac¸a˜o. No Cap´ıtulo
3 e´ descrito a modelagem matema´tica e me´todo de soluc¸a˜o para o problema integrado na
indu´stria de papel. No Cap´ıtulo 4 esta˜o os resultados dos experimentos computacionais
realizados com o objetivo de validar o modelo matema´tico proposto e o me´todo de soluc¸a˜o
implementado. Finalmente, no Cap´ıtulo 5, concluso˜es sa˜o feitas e direc¸o˜es para trabalhos
futuros sa˜o apontadas.
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3. MACEDO, G. O.; GHIDINI, C. T. L. S. A new model integrated in the planning
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Corte e Empacotamento, Planejamento e Programac¸a˜o da Produc¸a˜o e Correlatos,
2018. v. 19. p. 41-42.
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2 Conceitos ba´sicos
O objetivo deste cap´ıtulo e´ fornecer ao leitor conceitos ba´sicos que sera˜o uti-
lizados ao longo desta dissertac¸a˜o. A Sec¸a˜o 2.1 apresenta o problema integrado de di-
mensionamento de lotes e sequenciamento da produc¸a˜o, chamado tambe´m de problema
de dimensionamento e sequenciamento de lotes, e a Sec¸a˜o 2.2 descreve brevemente o
problema de corte de estoque
2.1 Problema de dimensionamento e sequenciamento de lotes
O problema de dimensionamento de lotes determina o quanto produzir em
cada um dos per´ıodos do horizonte de planejamento. O objetivo e´ encontrar um plano
de produc¸a˜o que atenda as demandas, respeite a capacidade dos recursos de produc¸a˜o e
minimize os custos totais de produc¸a˜o (tradicionalmente, a soma dos custos de estoque
e preparac¸a˜o de ma´quina). Por outro lado, o problema de sequenciamento da produc¸a˜o
estabelece a ordem na qual itens distintos sera˜o produzidos. Muitos trabalhos abordam
ambos os problemas na literatura, dentre os quais, destacam-se os seguintes artigos de
revisa˜o: Drexl e Kimms (1997), Karimi et al. (2003), Brahimi et al. (2006), Buschkuhl et
al. (2008), Jans e Degraeve (2008), Quadt e Kuhn (2008) e Robinson et al. (2009).
Os pesquisadores da a´rea tendem a ser divididos entre os que lidam com o
problema de dimensionamento de lotes e aqueles interessados no problema de sequenci-
amento da produc¸a˜o, entretanto, a estreita relac¸a˜o entre eles faz com que possam ser
tratados de forma integrada. Portanto, enquanto no planejamento de longo prazo, os
modelos matema´ticos incluem apenas deciso˜es de dimensionamento de lotes, a curto e
me´dio prazo, a integrac¸a˜o com o sequenciamento da produc¸a˜o deve ser considerada. Esse
e´ o caso das indu´strias de papel, onde os tempos e custos de preparac¸a˜o da ma´quina que
produz os jumbos sa˜o dependentes da sequeˆncia de produc¸a˜o.
Geralmente, os modelos matema´ticos para o problema integrado de dimensio-
namento de lotes e sequenciamento da produc¸a˜o sa˜o baseados numa estrutura de tempo
discreta. Eppen e Martin (1987) classificaram os modelos em big-bucket e small-bucket. No
primeiro caso, o horizonte de planejamento e´ dividido em um nu´mero pequeno de longos
per´ıodos e va´rias preparac¸o˜es de ma´quina podem ser feitas em cada per´ıodo, consequen-
temente, diferentes itens podem ser produzidos. Esse per´ıodo representa um intervalo de
tempo de uma semana ou um meˆs, por exemplo.
O problema de dimensionamento de lotes com restric¸o˜es de capacidade (CLSP,
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capacitated lot sizing problem) e´ um exemplo de modelo big-bucket e pode ser visto como
uma extensa˜o do modelo de Wagner-Whitin (Wagner e Whitin, 1958). Esse modelo trata
de N tipos de itens que devem ser produzidos numa ma´quina com capacidade limitada.
O CLSP (veja, por exemplo, Maes e van Wassenhove (1988), Trigeiro et al. (1989), Toledo
e Armentano (1998), etc.) pode ser modelado matematicamente da seguinte maneira:
I´ndices
t : per´ıodos do horizonte de planejamento, em que t = 1, . . . , T ;
i : tipos de itens, em que i = 1, . . . , N .
Paraˆmetros
hit : custo unita´rio de estoque do item de tipo i no per´ıodo t;
si : custo de preparac¸a˜o de ma´quina para produc¸a˜o do item de tipo i;
bi : tempo unita´rio de produc¸a˜o do item de tipo i;
sti : tempo de preparac¸a˜o de ma´quina para produc¸a˜o do item de tipo i;
dit : demanda do item de tipo i no per´ıodo t;
Ct : capacidade de produc¸a˜o no per´ıodo t;
M : nu´mero suficientemente grande;
Ii0 : estoque inicial do item de tipo i.
Varia´veis de decisa˜o
Xit : quantidade do item de tipo i produzida no per´ıodo t;
Iit : estoque do item de tipo i no fim do per´ıodo t;
Yit : preparac¸a˜o de ma´quina (Yit = 1 se a ma´quina e´ preparada para produc¸a˜o do








hit · Iit + si · Yit
)
(2.1)
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sujeito a:




bi ·Xit + sti · Yit
) ≤ Ct ∀ t (2.3)
Xit ≤M · Yit ∀ i, t (2.4)
Xit, Iit ∈ R+, Yit ∈ {0, 1} ∀ i, t (2.5)
A func¸a˜o objetivo (2.1) minimiza a soma dos custos de estoque e preparac¸a˜o
de ma´quina. As restric¸o˜es (2.2) sa˜o de balanceamento de estoque, ou seja, o estoque do
item de tipo i no final do per´ıodo anterior (t − 1) mais o que foi produzido no per´ıodo
t e´ igual ao que foi demandado no per´ıodo t mais o estoque do item de tipo i no fim do
per´ıodo t. A soma dos tempos de produc¸a˜o e preparac¸a˜o de ma´quina na˜o pode exceder a
capacidade de produc¸a˜o dispon´ıvel para per´ıodo (2.3). As restric¸o˜es (2.4) impo˜em que um
item de tipo i seja produzido somente se a ma´quina estiver preparada para sua produc¸a˜o.
Note que um valor M suficientemente grande precisa ser escolhido adequadamente para
que a quantidade produzida na˜o seja limitada desnecessariamente. Entretanto, esse valor
necessita ser escolhido o menor poss´ıvel, pois isso geralmente leva a um melhor desempe-












Finalmente, as restric¸o˜es (2.5) sa˜o de na˜o negatividade e binaridade das varia´veis de
decisa˜o.
O CLSP na˜o sequencia os itens produzidos e ao longo dos anos foi estendido em
va´rias direc¸o˜es. Em uma delas, Haase (1996) propoˆs o problema de dimensionamento de
lotes com restric¸o˜es de capacidade e preparac¸o˜es de ma´quina dependentes da sequeˆncia
de produc¸a˜o (CLSD, capacitated lot sizing problem with sequence-dependent setup). O
CLSD pode ser modelado matematicamente da seguinte maneira:
I´ndices
t : per´ıodos do horizonte de planejamento, em que t = 1, . . . , T ;
i, k : tipos de itens, em que i, k = 1, . . . , N .
Cap´ıtulo 2. Conceitos ba´sicos 21
Paraˆmetros
hit : custo unita´rio de estoque do item de tipo i no per´ıodo t;
sik : custo de preparac¸a˜o de ma´quina decorrente da mudanc¸a na produc¸a˜o do item
de tipo i para o item de tipo k;
bi : tempo unita´rio de produc¸a˜o do item de tipo i;
stik : tempo de preparac¸a˜o de ma´quina gasto com a mudanc¸a na produc¸a˜o do item
de tipo i para o item de tipo k;
dit : demanda do item de tipo i no per´ıodo t;
Ct : capacidade de produc¸a˜o no per´ıodo t;
M : nu´mero suficientemente grande;
Ii0 : estoque inicial do item de tipo i.
Varia´veis de decisa˜o
Xit : quantidade do item de tipo i produzida no per´ıodo t;
Iit : estoque do item de tipo i no fim do per´ıodo t;
Yit : preparac¸a˜o de ma´quina (Yit = 1 se a ma´quina e´ preparada para produc¸a˜o do
item de tipo i no in´ıcio do per´ıodo t, e Yit = 0 caso contra´rio);
Zikt : mudanc¸as na produc¸a˜o (Zikt = 1 se houver mudanc¸a na produc¸a˜o do item de
tipo i para o item de tipo k no per´ıodo t, e Zikt = 0 caso contra´rio);

























≤ Ct ∀ t (2.8)







∀ i, t (2.9)
N∑
i=1
Yit = 1 ∀ t (2.10)
N∑
k=1
Zikt + Yi,t−1 =
N∑
k=1
Zkit + Yit ∀ i, t (2.11)
Vit ≥ Vkt + 1−N · (1− Zikt) ∀ i, k, t (2.12)
Xit, Iit ∈ R+, Yit, Zikt ∈ {0, 1} ∀ i, k, t (2.13)
A func¸a˜o objetivo (2.6) minimiza a soma dos custos de estoque e preparac¸a˜o de
ma´quina dependentes da sequeˆncia de produc¸a˜o. As restric¸o˜es (2.7) sa˜o de balanceamento
de estoque. As restric¸o˜es (2.8) impedem que a soma dos tempos de produc¸a˜o e preparac¸a˜o
de ma´quina dependentes da sequeˆncia de produc¸a˜o ultrapasse a capacidade dispon´ıvel.
As restric¸o˜es (2.9) garantem que um item de tipo i seja produzido somente se a ma´quina
estiver preparada para sua produc¸a˜o. Um u´nico tipo de item pode ser produzido no
in´ıcio de cada per´ıodo (2.10). As restric¸o˜es (2.11) contabilizam as mudanc¸as na produc¸a˜o
feitas ao longo do horizonte de planejamento. As restric¸o˜es (2.12) eliminam os subciclos
(Miller et al., 1960). Elas sa˜o oriundas do problema do caixeiro viajante. A sequeˆncia
de produc¸a˜o e´ determinada pelas varia´veis auxiliares Vit. A mudanc¸a na produc¸a˜o do
item de tipo i para o item de tipo k pode ocorrer no ma´ximo uma vez por per´ıodo.
Essas condic¸o˜es esta˜o alinhadas com a maioria dos modelos matema´ticos big-bucket, onde
apenas N lotes de produc¸a˜o diferentes sa˜o poss´ıveis num u´nico per´ıodo. Entretanto,
essa suposic¸a˜o pode levar a planos de produc¸a˜o ruins se a desigualdade triangular na˜o
for cumprida. Finalmente, as restric¸o˜es (2.13) sa˜o de na˜o negatividade e binaridade das
varia´veis de decisa˜o.
Nos modelos small-bucket o horizonte de planejamento e´ dividido em va´rios
per´ıodos curtos (por exemplo dias, turnos ou horas) e sa˜o normalmente referidos como mi-
croper´ıodos. Em cada microper´ıodo, no ma´ximo uma preparac¸a˜o de ma´quina e´ executada.
Dependendo do modelo, no ma´ximo um ou dois itens podem ser produzidos por micro-
per´ıodo. Tais modelos sa˜o u´teis para o desenvolvimento de planos de produc¸a˜o a curto e
me´dio prazo. As deciso˜es de dimensionamento de lotes e sequenciamento da produc¸a˜o sa˜o
tomadas simultaneamente. Diante disso, um lote consiste na produc¸a˜o do mesmo tipo de
item durante um ou mais per´ıodos consecutivos. Esse e´ o caso do problema de dimen-
sionamento e sequenciamento de lotes discreto (DLSP, discrete lot sizing and scheduling
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problem), do problema de dimensionamento e sequenciamento de lotes cont´ınuo (CSLP,
continuos setup lot sizing problem) e do problema de dimensionamento e sequenciamento
de lotes proporcional (PLSP, proportional lot sizing and scheduling problem).
No DLSP (Fleischmann, 1990), somente um tipo de item pode ser produzido
por microper´ıodo e cada ma´quina produz a capacidade total ou esta´ ociosa (conhecido
como produc¸a˜o “tudo-ou-nada”). Essa suposic¸a˜o e´ razoa´vel em diversas situac¸o˜es pra´ticas,
entretanto, em muitas outras, levaria a planos de produc¸a˜o irrealistas. Ale´m disso, quando
ha´ excesso de capacidade, a produc¸a˜o planejada sera´ maior do que a demanda, incorrendo
custos adicionais desnecessa´rios de produc¸a˜o. O DLSP pode ser modelado matematica-
mente da seguinte maneira:
I´ndices
s : microper´ıodos do horizonte de planejamento, em que s = 1, . . . , S;
i : tipos de itens, em que i = 1, . . . , N .
Paraˆmetros
his : custo unita´rio de estoque do item de tipo i no microper´ıodo s;
si : custo de preparac¸a˜o da ma´quina decorrente da mudanc¸a na produc¸a˜o para o
item de tipo i;
bi : tempo unita´rio de produc¸a˜o do item de tipo i;
sti : tempo de preparac¸a˜o da ma´quina gasto com a mudanc¸a na produc¸a˜o para o
item de tipo i;
dis : demanda do item de tipo i no microper´ıodo s;
Ct : capacidade de produc¸a˜o para o microper´ıodo s;
Ii0 : estoque inicial do item de tipo i;
Yi0 : preparac¸a˜o inicial de ma´quina (Yi0 = 1 se a ma´quina esta´ preparada para
produc¸a˜o do item de tipo i no in´ıcio do horizonte de planejamento, e Yi0 = 0
caso contra´rio).
Varia´veis de decisa˜o
Xis : quantidade do item de tipo i produzida no microper´ıodo s;
Iis : estoque do item de tipo i no fim do microper´ıodo s;
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Yis : preparac¸a˜o de ma´quina (Yis = 1 se a ma´quina e´ preparada para produc¸a˜o do
item de tipo i no microper´ıodo s, e Yis = 0 caso contra´rio);
Zis : mudanc¸as na produc¸a˜o (Zis = 1 se houver mudanc¸a na produc¸a˜o para o item












Ii,s−1 +Xis = dis + Iis ∀ i, t (2.15)
bi ·Xis + stk · Zis = Cs · Yis ∀ i, s (2.16)
N∑
i=1
Yis = 1 ∀ s (2.17)
Zis ≥ Yis − Yi,s−1 ∀ i, s (2.18)
Xis, Iis ∈ R+, Yis, Zis ∈ {0, 1} ∀ i, s (2.19)
A func¸a˜o objetivo (2.14) minimiza a soma dos custos de estoque e preparac¸a˜o
de ma´quina. As restric¸o˜es (2.15) sa˜o de balanceamento de estoque. As restric¸o˜es (2.16)
asseguram que a capacidade dispon´ıvel seja respeitada. Note que essas restric¸o˜es sa˜o de
igualdade, refletindo a caracter´ıstica “tudo-ou-nada” do problema. As restric¸o˜es (2.17)
determinam que um u´nico tipo de item seja produzido por microper´ıodo. As restric¸o˜es
(2.18) contabilizam as mudanc¸as na produc¸a˜o feitas ao longo do horizonte de planeja-
mento. Finalmente, as restric¸o˜es (2.19) sa˜o de na˜o negatividade e binaridade das varia´veis
de decisa˜o.
Uma limitac¸a˜o dos modelos small-bucket e´ que, para instaˆncias do mundo
real, um nu´mero excessivo de microper´ıodos e´ necessa´rio. Esse fato motivou Fleischmann
e Meyr (1997) a proporem um modelo mais flex´ıvel, conhecido como problema de dimensi-
onamento e sequenciamento de lotes generalizado (GLSP, general lot sizing and scheduling
problem). Neste modelo, o horizonte de planejamento e´ dividido em grandes intervalos de
tempo (chamados de macroper´ıodos) com um determinado tamanho. Cada macroper´ıodo
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e´ subdividido em um nu´mero fixo de microper´ıodos na˜o sobrepostos de tamanho varia´vel.
Os trabalhos de Meyr (2000) e Meyr (2002) estenderam o GLSP para lidar com tempos
e custos de preparac¸a˜o dependentes da sequeˆncia de produc¸a˜o e com va´rias ma´quinas em
paralelo respectivamente. A seguinte notac¸a˜o e´ usada para formular o modelo matema´tico
de Meyr (2000):
I´ndices
t : macroper´ıodos do horizonte de planejamento, em que t = 1, . . . , T ;
s : microper´ıodos do horizonte de planejamento, em que s = 1, . . . , S;
i, k : tipos de itens, em que i, k = 1, . . . , N .
Conjuntos
St : conjunto de microper´ıodos s pertencentes ao macroper´ıodo t.
Paraˆmetros
hit : custo unita´rio de estoque do item de tipo i no macroper´ıodo t;
sik : custo de preparac¸a˜o da ma´quina decorrente da mudanc¸a na produc¸a˜o do item
de tipo i para o item de tipo k;
bi : tempo unita´rio de produc¸a˜o do item de tipo i;
stik : tempo de preparac¸a˜o da ma´quina gasto com a mudanc¸a na produc¸a˜o do item
de tipo i para o item de tipo k;
dit : demanda do item de tipo i no macroper´ıodo t;
Ct : capacidade de produc¸a˜o no macroper´ıodo t;
M : nu´mero suficientemente grande;
Ii0 : estoque inicial do item de tipo i;
Yi0 : preparac¸a˜o inicial de ma´quina (Yi0 = 1 se a ma´quina esta´ preparada para
produc¸a˜o do item de tipo k no in´ıcio do horizonte de planejamento, e Yi0 = 0
caso contra´rio).
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Varia´veis de decisa˜o
Xis : quantidade do item de tipo i produzida no microper´ıodo s;
Iit : estoque do item de tipo i no fim do macroper´ıodo s;
Yis : preparac¸a˜o de ma´quina (Yis = 1 se a ma´quina e´ preparada para produc¸a˜o do
item de tipo k no microper´ıodo s, e Yis = 0 caso contra´rio);
Ziks : mudanc¸as na produc¸a˜o (Ziks = 1 se houver mudanc¸a na produc¸a˜o do item de





























≤ Ct ∀ t (2.22)
Xis ≤M · Yis ∀ i, s (2.23)
Xis ≥ mi ·
(
Yis − Yi,s−1
) ∀ i, s (2.24)
N∑
i=1
Yis = 1 ∀ s (2.25)
Ziks ≥ Yk,s−1 + Yis − 1 ∀ i, k, s (2.26)
Xis, Iit ∈ R+, Yis, Ziks ∈ {0, 1} ∀ i, k, s, t (2.27)
A func¸a˜o objetivo (2.20) minimiza a soma dos custos de estoque e de pre-
parac¸a˜o de ma´quina. As restric¸o˜es (2.21) asseguram que a demanda seja atendida sem
atrasos. As restric¸o˜es (2.22) garantem que a capacidade de produc¸a˜o na˜o seja excedida.
As restric¸o˜es (2.23) impo˜em que um item de tipo i seja produzido somente se a ma´quina
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estiver preparada para sua produc¸a˜o. As restric¸o˜es (2.24) determinam que, caso haja uma
nova preparac¸a˜o de ma´quina, um lote mı´nimo do item de tipo i seja produzido. Um u´nico
tipo de item pode ser produzido por microper´ıodo (2.25). As restric¸o˜es (2.26) contabi-
lizam as mudanc¸as na produc¸a˜o. Belvaux e Wosley (2001) propuseram uma formulac¸a˜o
alternativa para essas restric¸o˜es que fornecem melhores limitantes inferiores. As novas
restric¸o˜es sa˜o as seguintes:
N∑
k=1
Ziks = Yi,s−1, ∀ i, s,
N∑
k=1
Zkis = Yis, ∀ i, s.
Finalmente, as restric¸o˜es (2.27) sa˜o de na˜o negatividade e binaridade das varia´veis de
decisa˜o.
O problema de dimensionamento de lotes foi provado ser NP-Completo (Flo-
rian et al., 1980; Bitran e Yanasse, 1982). Consequentemente, quando integrado a outros
problemas como o de sequenciamento, a complexidade em resolveˆ-lo aumenta substan-
cialmente. Por esse motivo, meta-heur´ısticas baseadas em busca local ou populacionais
sa˜o geralmente usadas para resolver o problema de dimensionamento e sequenciamento
de lotes.
2.2 Problema de corte de estoque
No problema de corte um objeto grande dispon´ıvel em estoque e´ cortado em
itens menores de modo que a perda de material ou o nu´mero de objetos usados seja
mı´nima. Este tipo de problema tem sido amplamente estudado na literatura, como pode
ser visto nos artigos de revisa˜o e edic¸o˜es especiais de Hinxman (1980), Dyckhoff et al.
(1985), Arenales et al. (1999), Hifi (2002), Wang e Wa¨scher (2002), Oliveira e Wa¨scher
(2007), Morabito et al. (2009).
Com o objetivo de classificar a literatura sobre o problema de corte de esto-
que, Dyckhoff (1990) desenvolveu uma tipologia baseada em algumas caracter´ısticas do
problema, entre elas, a dimensionalidade. Posteriormente, Wa¨scher et al. (2007) propu-
seram mudanc¸as na tipologia desenvolvida refinando os aspectos analisados. Com base
na dimensionalidade, um problema de corte de estoque pode ser classificado em:
- unidimensional: quando apenas uma dimensa˜o do objeto e´ relevante para o processo
de corte. Por exemplo, o corte dos jumbos em bobinas na indu´stria de papel como
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mostra a Figura 3;
- bidimensional: quando duas dimenso˜es sa˜o relevantes para o processo de corte.
Por exemplo, o corte de placas de madeira para a produc¸a˜o de guarda-roupas na
indu´stria de mo´veis como mostra a Figura 4;
- tridimensional: quando treˆs dimenso˜es sa˜o relevantes para o processo de corte. Por
exemplo, o corte de blocos de espuma para a produc¸a˜o de travesseiros ou colcho˜es
como mostra a Figura 5.
O modelo matema´tico de Gilmore e Gomory (1961, 1963) e´ um dos mais
conhecidos para o problema de corte de estoque. Este modelo faz uso da ideia de padro˜es
de corte, que definem o modo como os itens de tamanho li (i = 1, . . . , N) sera˜o cortados
dos objetos com tamanho Lk (k = 1, . . . , K). Para definir um padra˜o de corte, considere
aij como o nu´mero de itens de tipo i no padra˜o de corte j. O vetor (a1j, a2j, . . . , aNj)
T
representa um padra˜o de corte e deve respeitar as limitac¸o˜es f´ısicas do objeto a ser cortado.
No caso unidimensional, cada padra˜o de corte deve satisfazer as seguintes restric¸o˜es:
N∑
i=1
li · aij ≤ L ∀ k
aij ∈ Z+ ∀ i
Um padra˜o de corte pode ser classificado em homogeˆneo ou na˜o homogeˆneo.
Um padra˜o de corte homogeˆneo e´ aquele formado por um u´nico tipo de item, enquanto
que, o padra˜o de corte na˜o homogeˆneo conte´m mais de um tipo de item. Tambe´m e´
poss´ıvel classificar os padro˜es de corte em eficientes e na˜o eficientes. Por exemplo, no
problema de corte de estoque unidimensional, um padra˜o de corte e´ eficiente se a perda




li · aij < min {li : i = 1, . . . , N}.
Para formular o modelo de Gilmore e Gomory (1961, 1963) os seguintes ı´ndices,
paraˆmetros e varia´veis de decisa˜o sa˜o necessa´rios:
I´ndices
k : tipos de objetos, em que k = 1, . . . , K;
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i : tipos de itens, em que i = 1, . . . , N ;
j : padro˜es de corte, em que j = 1, . . . , J .
Conjuntos
Jk : conjunto de padro˜es de corte j para o objeto de tipo k.
Paraˆmetros
aij : nu´mero de itens de tipo i no padra˜o de corte j;
di : demanda do item de tipo i;
Lk : largura do objeto de tipo k;
li : largura do item de tipo i.
Varia´veis de decisa˜o
















aij ·Qjk ≥ di ∀ k (2.29)
Qjk ∈ Z+ ∀ j, k (2.30)
A func¸a˜o objetivo (2.28) minimiza a perda de material. Uma outra func¸a˜o
objetivo poss´ıvel para este problema e´ a de minimizac¸a˜o do nu´mero de objetos usados
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Figura 3 – Exemplo de problema de corte unidimensional.
Fonte: Campello (2017)
Figura 4 – Exemplo de problema de corte bidimensional.
Fonte: Campello (2017)
Figura 5 – Exemplo de problema de corte tridimensional.
Fonte: Campello (2017)
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As restric¸o˜es (2.29) garantem que a demanda por cada item seja atendida atrave´s do
corte de objetos em estoque usando diferentes padro˜es de corte. As restric¸o˜es (2.30) sa˜o
de integralidade das varia´veis de decisa˜o.
Devido ao grande nu´mero de padro˜es de corte e, consequentemente de varia´veis
de decisa˜o, o problema de corte de estoque se torna dif´ıcil de resolver. Por esta raza˜o,
Gilmore e Gomory (1961, 1963) propuseram relaxar as restric¸o˜es de integralidade das
varia´veis de decisa˜o e resolver o problema resultante com o me´todo simplex incorporando
a te´cnica de gerac¸a˜o de colunas. Ao inve´s de considerar todas as colunas de uma so´ vez
para determinar a de menor custo relativo, o problema relaxado com apenas algumas
delas (problema mestre restrito) e´ resolvido pelo me´todo simplex, onde em cada iterac¸a˜o,
novas colunas podem ser geradas e inseridas no problema mestre restrito. As colunas sa˜o
obtidas por meio da resoluc¸a˜o de subproblemas. Por exemplo, para o problema de corte










li · aij ≤ Lk (2.32)
aij ∈ Z+ ∀ j, k (2.33)
onde pii sa˜o as varia´veis duais associadas as restric¸o˜es (2.29). Se o menor dos custos
relativos for na˜o negativo para todos os tipos de objetos, a soluc¸a˜o encontrada e´ o´tima.
Caso contra´rio, o ciclo se repete. A Figura 6 ilustra o me´todo simplex com gerac¸a˜o de
colunas para uma pequena instaˆncia do problema de corte de estoque unidimensional.
Tipicamente, a soluc¸a˜o do problema relaxado e´ fraciona´ria e uma soluc¸a˜o in-
teira pode ser obtida usando uma heur´ıstica de arredondamento (Stadtler, 1990; Wa¨scher
e Gau, 1996; Poldi e Arenales, 2009) ou por um procedimento branch-and-price, que
incorpora o me´todo simplex com gerac¸a˜o de colunas dentro de uma abordagem branch-
and-bound (Vence et al., 1994; Degraeve e Peeters, 2003; Belov e Scheithauer, 2006; Alves
e Vale´rio de Carvalho, 2008).
O problema de corte de estoque multiper´ıodo e´ uma extensa˜o do problema
de corte de estoque. Nele as demandas dos tipos de itens ocorrem em diversos per´ıodos
do horizonte de planejamento. Os objetos que na˜o foram utilizados num per´ıodo ficam
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dispon´ıveis para o pro´ximo com os objetos que sera˜o adquiridos ou produzidos. Essa
possibilidade de antecipar o corte dos objetos permite que outros padro˜es que reduzem
ainda mais o desperd´ıcio de material possam ser obtidos.
A seguinte notac¸a˜o e´ usada para formular o modelo matema´tico de Poldi e
Araujo (2016) para o problema de corte de estoque unidimensional multiper´ıodo:
I´ndices
t : per´ıodos do horizonte de planejamento, em que t = 1, . . . , T ;
k : tipos de objetos, em que k = 1, . . . , K;
i : tipos de itens, em que i = 1, . . . , N ;
j : padro˜es de corte, em que j = 1, . . . , J .
Conjuntos
Jkt : conjunto de padro˜es de corte j para cada objeto de tipo k e per´ıodo t.
Paraˆmetros
hkt : custo unita´rio de estoque do objeto de tipo k no per´ıodo t;
σit : custo unita´rio de estoque do item de tipo i no per´ıodo t;
clkt : custo do material perdido durante o corte do objeto de tipo k no per´ıodo t;
aij : nu´mero de itens de tipo i no padra˜o de corte j;
dit : demanda do item de tipo i no per´ıodo t;
ekt : quantidade do objeto de tipo k adquirida ou produzida no per´ıodo t;
Lk : largura do objeto de tipo k;
li : largura do item de tipo i.
Varia´veis de decisa˜o
Qjkt : quantidade do objeto de tipo k cortada de acordo com o padra˜o de corte j no
per´ıodo t;
Ekt : estoque do objeto de tipo k no fim do per´ıodo t;
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Qjkt = ekt + Ekt ∀ k, t (2.36)
Qjkt, Ekt, Iit ∈ Z+ ∀ i, k, t (2.37)
A func¸a˜o objetivo (2.34) minimiza a soma dos custos de estoque dos objetos,
estoque dos itens e da perda de material. As restric¸o˜es (2.35) sa˜o de balanceamento de
estoque dos itens. As restric¸o˜es (2.36) sa˜o de balanceamento de estoque dos objetos.
Finalmente, as restric¸o˜es (2.37) sa˜o de integralidade das varia´veis de decisa˜o.
O modelo matema´tico (2.34)-(2.37) possui as mesmas dificuldades de resoluc¸a˜o
do modelo de Gilmore e Gomory (1961, 1963) que sa˜o o grande nu´mero de padro˜es de corte
e, consequentemente de varia´veis de decisa˜o. Novamente, para contornar tais dificuldades
as restric¸o˜es de integralidade das varia´veis de decisa˜o sa˜o relaxadas e o problema resultante
e´ resolvido pelo me´todo simplex com gerac¸a˜o de colunas. A soluc¸a˜o encontrada e´ cont´ınua,
portanto, alguma heur´ıstica de arredondamento deve ser utilizada para se obter uma
soluc¸a˜o inteira.
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3 Problema integrado na indu´stria de papel
Este cap´ıtulo esta´ dividido em duas sec¸o˜es. A Sec¸a˜o 3.1 descreve o modelo
matema´tico proposto para o problema integrado de dimensionamento de lotes, sequenci-
amento da produc¸a˜o e corte de estoque na indu´stria de papel. Ja´ a Sec¸a˜o 3.2 apresenta
o me´todo de soluc¸a˜o implementado para resoluc¸a˜o do problema integrado.
3.1 Modelagem matema´tica para o problema integrado
A seguir e´ apresentado o modelo matema´tico de otimizac¸a˜o linear inteira que
representa os problemas de dimensionamento de lotes, sequenciamento da produc¸a˜o e corte
de estoque de forma integrada na indu´stria de papel. O modelo matema´tico e´ baseado
no GLSP com tempos e custos de preparac¸a˜o de ma´quina dependentes da sequeˆncia de
produc¸a˜o. Lembrando que o GLSP divide o horizonte de planejamento em macroper´ıodos
e cada um deles e´ subdividido em microper´ıodos, nos quais apenas um tipo de item pode
ser produzido, permitindo com que a sequeˆncia de produc¸a˜o seja obtida. Ale´m do GLSP,
o modelo matema´tico de Poldi e Araujo (2016) para o problema de corte unidimensional
multiper´ıodo tambe´m foi considerado.
O processo de produc¸a˜o do papel tratado neste trabalho e´ composto de dois
esta´gios distintos como mostra a Figura 7. O primeiro esta´gio e´ composto por uma
ma´quina de papel com tempos e custos de preparac¸a˜o dependentes da sequeˆncia de
produc¸a˜o na qual diversos tipos de jumbos sa˜o produzidos. As mudanc¸as na produc¸a˜o
dos jumbos sa˜o feitas com a ma´quina em funcionamento, causando perdas de papel. O
jumbo segue para o segundo esta´gio de produc¸a˜o onde e´ cortado em bobinas menores com
diferentes tamanhos, ocasionando, tambe´m, perdas de papel.
Foram admitidas algumas hipo´teses para que um modelo matema´tico de oti-
mizac¸a˜o linear inteira fosse desenvolvido, dentre as quais, se destacam:
1. Os jumbos sa˜o definidos pelas suas gramaturas e pelos seus tamanhos. E´ impor-
tante destacar que jumbos produzidos numa mesma ma´quina de papel na˜o precisam
necessariamente ter a mesma largura.
2. A rebobinadeira tem capacidade suficiente para cortar todos os jumbos produzidos,
ou seja, o que limita a quantidade de bobinas produzidas e´ a capacidade de produc¸a˜o
da ma´quina de papel.
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3. E´ necessa´rio produzir lotes mı´nimos sempre que houver mudanc¸as na produc¸a˜o de
um microper´ıodo para outro.
4. Na˜o sa˜o admitidos atrasos na entrega de bobinas no u´ltimo macroper´ıodo do hori-
zonte de planejamento.
Para formular o modelo matema´tico proposto, considere os seguintes ı´ndices,
paraˆmetros e varia´veis de decisa˜o definidos da seguinte forma:
I´ndices
t : macroper´ıodos do horizonte de planejamento, em que t = 1, . . . , T ;
s : microper´ıodos do horizonte de planejamento, em que s = 1, . . . , S;
k : gramaturas de papel, em que k, l = 1, . . . , K;
i : tipos de bobina, em que i = 1, . . . , N ;
j : padro˜es de corte, em que j = 1, . . . , J .
Conjuntos
St : conjunto de microper´ıodos s pertencentes ao macroper´ıodo t;
Nk : conjunto de bobinas do tipo i com gramatura k;
Jkt : conjunto de padro˜es de corte j para cada jumbo de gramatura k cortado no
macroper´ıodo t.
Paraˆmetros
hkt : custo unita´rio de estoque do jumbo de gramatura k no macroper´ıodo t;
skl : custo de preparac¸a˜o da ma´quina de papel decorrente da mudanc¸a na produc¸a˜o
do jumbo de gramatura k para o jumbo de gramatura l;
bk : tempo unita´rio de produc¸a˜o do jumbo de gramatura k (em minutos);
stkl : tempo de preparac¸a˜o da ma´quina de papel gasto com a mudanc¸a na produc¸a˜o
do jumbo de gramatura k para o jumbo de gramatura l (em minutos);
mk : lote mı´nimo de produc¸a˜o do jumbo de gramatura k (em unidades);
Mkt : nu´mero suficientemente grande para jumbos de gramatura k produzidos no
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Lk : largura do jumbo de gramatura k (em cent´ımetros);
Ct : capacidade dispon´ıvel para produc¸a˜o de jumbos no macroper´ıodo t (em minu-
tos);
Ek0 : estoque inicial do jumbo de gramatura k;
Yk0 : preparac¸a˜o inicial da ma´quina de papel (Yks = 1 se a ma´quina de papel esta´
preparada para produc¸a˜o do jumbo de gramatura de k no in´ıcio do horizonte
de planejamento, e Yk0 = 0 caso contra´rio);
σ+it : custo unita´rio de estoque da bobina de tipo i no macroper´ıodo t;
σ−it : custo unita´rio de atraso na entrega da bobina de tipo i no macroper´ıodo t;
clkt : custo por cent´ımetro de papel perdido durante o corte do jumbo de gramatura
k no macroper´ıodo t;
dit : demanda de bobinas de tipo i no macroper´ıodo t (em unidades);
aij : nu´mero de bobinas de tipo i no padra˜o de corte j;
li : largura da bobina de tipo i (em cent´ımetros);
I+i0 : estoque inicial da bobina de tipo i (em unidades);
I−i0 : atraso inicial na entrega da bobina de tipo i (em unidades).
Varia´veis de decisa˜o
Xks : quantidade do jumbo de gramatura k produzida no microper´ıodo s (em uni-
dades);
Ekt : estoque do jumbo de gramatura k no fim do macroper´ıodo t (em unidades);
Yks : preparac¸a˜o da ma´quina de papel (Yks = 1 se a ma´quina de papel e´ preparada
para a produc¸a˜o do jumbo de gramatura k no microper´ıodo s, e Yks = 0 caso
contra´rio);
Zkls : mudanc¸as na produc¸a˜o (Zkls = 1 se houver mudanc¸a na produc¸a˜o do jumbo
de gramatura k para o jumbo de gramatura l no microper´ıodo s, e Zkls = 0
caso contra´rio);
Qjkt : quantidade do jumbo de gramatura k cortada de acordo com o padra˜o de
corte j no macroper´ıodo t (em unidades);
I+it : estoque da bobina de tipo i no fim do macroper´ıodo t (em unidades);
I−it : atraso na entrega da bobina de tipo i no fim do macroper´ıodo t (em unidades).
























































Qjkt + Ekt ∀ k, t (3.3)
Xks ≤Mkt · Yks ∀ k, s, t com s ∈ St (3.4)
Xks ≥ mk ·
(
Yks − Yk,s−1
) ∀ k, s (3.5)
K∑
k=1
Yks = 1 ∀ s (3.6)
K∑
l=1
Zkls = Yk,s−1 ∀ k, s (3.7)
K∑
l=1
Zlks = Yks ∀ k, s (3.8)
Xks, Ekt ∈ Z+, Yks, Zkls ∈ {0, 1} ∀ k, l, s, t (3.9)




aij ·Qjkt + I+i,t−1 − I−i,t−1 = dit + I+it − I−it ∀ i, k, t com i ∈ Nk (3.10)
N∑
i=1





it ∈ Z+ ∀ i, j, k, t (3.12)
A func¸a˜o objetivo (3.1) minimiza a soma dos custos de estoque dos jumbos,
preparac¸a˜o da ma´quina de papel, estoque das bobinas, atraso na entrega das bobinas e
do papel perdido durante o corte dos jumbos em bobinas. As restric¸o˜es (3.2) asseguram
que a soma dos tempos de produc¸a˜o e de preparac¸a˜o da ma´quina de papel na˜o exceda
a capacidade de produc¸a˜o dispon´ıvel. As restric¸o˜es (3.3) sa˜o de balanceamento de es-
toque dos jumbos. Ale´m disso, sa˜o tambe´m responsa´veis por integrar os dois esta´gios
de produc¸a˜o. As restric¸o˜es (3.4) impo˜em que um jumbo de gramatura k somente seja
produzido se a ma´quina de papel estiver preparada para sua produc¸a˜o. As restric¸o˜es
(3.5) determinam que, caso haja uma mudanc¸a na produc¸a˜o do jumbo de gramatura k
para outro de gramatura l, um lote mı´nimo seja produzido. A ma´quina de papel produz
apenas uma gramatura por microper´ıodo (3.6). As restric¸o˜es (3.7) e (3.8) contabilizam as
mudanc¸as de produc¸a˜o ocorridas na ma´quina de papel. As restric¸o˜es (3.10) sa˜o de balan-
ceamento de estoque das bobinas. Elas permitem que as demandas de bobinas possam
ser atendidas com atrasos. As restric¸o˜es (3.11) impo˜em que na˜o haja nenhum atraso na
entrega de bobinas no u´ltimo macroper´ıodo do horizonte de planejamento. Finalmente,
as restric¸o˜es (3.9) e (3.12) sa˜o de integralidade e binaridade das varia´veis de decisa˜o.
3.2 Me´todo de soluc¸a˜o para o problema integrado
O modelo matema´tico descrito anteriormente apresenta algumas dificuldades
de resoluc¸a˜o: nu´mero grande de varia´veis de decisa˜o, multiesta´gios de produc¸a˜o, varia´veis
bina´rias de preparac¸a˜o da ma´quina de papel, etc. O me´todo de soluc¸a˜o implementado
e´ baseado em abordagens que superam essas dificuldades. Uma dessas abordagens e´ o
me´todo simplex com gerac¸a˜o de colunas que tem sido amplamente utilizado para resolver
problemas de corte de estoque e ate´ mesmo problemas integrados. Para aplica´-lo ao
modelo matema´tico (3.1)-(3.12), as restric¸o˜es de integralidade das varia´veis de decisa˜o
sa˜o relaxadas. O problema mestre restrito e´ composto inicialmente apenas por colunas
associadas aos padro˜es de corte homogeˆneos, a cada iterac¸a˜o do me´todo simplex novas
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colunas sa˜o obtidas por meio da resoluc¸a˜o de K × T subproblemas e avaliadas por seu
custo relativo. Tanto o problema mestre restrito quanto os subproblemas sa˜o resolvidos
por um pacote de otimizac¸a˜o comercial.
Sejam piit as varia´veis duas associadas as restric¸o˜es (3.10), ∀ i ∈ N , ∀ t ∈ T , e
γkt as varia´veis duais associadas as restric¸o˜es (3.3), ∀ k ∈ K, ∀ t ∈ T . O custo relativo e´
dado por:




piit + clkt · ln
) · aij + γkt,
que deve ser minimizado. O subproblema a ser resolvido para cada jumbo de gramatura





piit + clkt · li




li · aij ≤ Lk (3.14)
aij ∈ Z+, ∀ i (3.15)
Se rkt ≥ 0, para todo k e t, enta˜o a soluc¸a˜o encontrada para o problema mestre restrito e´
o´tima. Caso contra´rio, a coluna e´ inclu´ıda no problema mestre restrito e o ciclo se repete
ate´ que na˜o hajam mais colunas com custo relativo negativo.
A soluc¸a˜o obtida anteriormente pelo me´todo simplex com gerac¸a˜o de colunas
e´ fraciona´ria. Sendo assim, uma heur´ıstica de arredondamento e´ usada para obter uma
soluc¸a˜o inteira para o problema integrado. Essa heur´ıstica consiste numa abordagem de
soluc¸a˜o que utiliza um pacote de otimizac¸a˜o comercial para resolver o modelo matema´tico
(3.1)-(3.12) impondo-lhe dois crite´rios de parada. O primeiro e´ o tempo de execuc¸a˜o do
pacote de otimizac¸a˜o comercial, ou seja, assim que decorrido um per´ıodo fixo de tempo,
a n-e´sima soluc¸a˜o obtida e´ aceita como soluc¸a˜o para o problema integrado. O segundo
crite´rio de parada e´ a toleraˆncia no gap de otimalidade.
A Figura 8 mostra uma esquema detalhado do me´todo de soluc¸a˜o.














































Este cap´ıtulo resume os resultados dos experimentos computacionais realiza-
dos para avaliar o modelo matema´tico e me´todo de soluc¸a˜o descritos nas Sec¸o˜es 3.1 e 3.2,
respectivamente. Ambos foram implementados em OPL/CPLEX 12.9. Todos os experi-
mentos computacionais foram realizados num PC com processador Intel Core i7-7700K
4.20 GHz e 8 GB de memo´ria RAM.
A Figura 9 mostra um esquema simplificado do me´todo de soluc¸a˜o implemen-
tado, que e´ composto de duas fases: na primeira, o me´todo simplex com gerac¸a˜o de
colunas obteˆm novos padro˜es de corte que reduzem ainda mais a perda de papel e, na
segunda fase, uma heur´ıstica de arredondamento e´ executada com um limite de tempo
computacional de 1800 segundos e uma toleraˆncia no gap de otimalidade de 0, 1%.
Figura 9 – Visa˜o geral do me´todo de soluc¸a˜o para o problema integrado.
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4.1 Instaˆncias de teste
Todas as instaˆncias foram geradas aleatoriamente com custos de produc¸a˜o
(preparac¸a˜o da ma´quina de papel, estoque de jumbo, estoque de bobinas, etc.) constantes
ao longo do horizonte de planejamento. Os paraˆmetros usados para tal gerac¸a˜o foram
baseados em Poltroniere et al. (2008) e Santos e Almada-Lobo (2012). Considere os
dados gerados nos intervalos [a, b] com uma distribuic¸a˜o uniforme da seguinte maneira:
- nu´mero de macroper´ıodos: T = 3;
- nu´mero de microper´ıodos:
S =
{
3 · T (cada macroper´ıodo e´ subdividido em 3 microper´ıodos);
4 · T (cada macroper´ıodo e´ subdividido em 4 microper´ıodos);






- nu´mero de tipos de bobina:
N =
{
3 ·K (cada gramatura possui 3 tipos de bobina);
5 ·K (cada gramatura possui 5 tipos de bobina);
- custo de estoque das bobinas: σ+it ∈ [1; 5];
- custo de atraso na entrega das bobinas: σ−it = 10 · σ+it ;
- custo com perda de papel: clkt ∈ [1, 30; 1, 50];
- demanda de bobinas: dit ∈ [0; 20];





- estoque inicial de bobinas: I+i0 = 0;
- atraso inicial de bobinas: I−i0 = 0;
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- largura dos jumbos: Lk ∈ [1000; 2000];
- tempo de produc¸a˜o dos jumbos: bk ∈ [10; 30];
- tempo gasto com a mudanc¸a na produc¸a˜o de jumbos:
stkl =

0, 4809 ·∆(k, l) + 0, 0426, 0 ≤ ∆(k, l) ≤ 10;
0, 2214 ·∆(k, l) + 2, 5834, 11 ≤ ∆(k, l) ≤ 20;
0, 1221 ·∆(k, l) + 4, 5830, 21 ≤ ∆(k, l) ≤ ∞;
onde ∆(k, l) = |G(k)−G(l)| e´ a variac¸a˜o entre as gramaturas dos jumbos k e l.
- perda de papel decorrente da mudanc¸a na produc¸a˜o de jumbos:
slkl =

0, 3719 ·∆(k, l) + 0, 0457, 0 ≤ ∆(k, l) ≤ 10;
0, 2062 ·∆(k, l) + 1, 7774, 11 ≤ ∆(k, l) ≤ 20;
0, 1175 ·∆(k, l) + 3, 3173, 21 ≤ ∆(k, l) ≤ ∞;
onde ∆(k, l) = |G(k)−G(l)| e´ a variac¸a˜o entre as gramaturas dos jumbos k e l.
- estoque inicial de jumbos: Ek0 = 0;
- capacidade de produc¸a˜o da ma´quina de papel: Ct = 1440;
- custo de preparac¸a˜o da ma´quina de papel: skl ∈ [70; 90] · slkl.
A Tabela 1 mostra a composic¸a˜o de cada uma das 12 classes obtidas ao variar
o nu´mero de microper´ıodos, o nu´mero de gramaturas de papel e o nu´mero de tipos de
bobina. Para cada classe, foram geradas 10 instaˆncias. Essas instaˆncias procuraram
representar indu´strias distintas (com diferentes nu´meros de gramaturas de papel ou tipos
de bobina). O nu´mero de macroper´ıodos e microper´ıodos sa˜o claramente uma decisa˜o
de planejamento, entretanto, a sua escolha esta´ diretamente relacionada com o tempo
computacional gasto para resoluc¸a˜o do problema integrado.
4.2 Resultados computacionais
Esta sec¸a˜o apresenta os resultados dos experimentos computacionais obtidos
com o me´todo de soluc¸a˜o aplicado ao modelo matema´tico proposto para o problema
integrado de dimensionamento de lotes, sequenciamento da produc¸a˜o e corte de estoque
na indu´stria de papel. O objetivo deste estudo computacional e´ avaliar as deciso˜es de curto
Cap´ıtulo 4. Experimentos computacionais 46
Tabela 1 – Classes de instaˆncias.
Classe S K N
1 9 (3 · 3) 4 12 (3 · 4)
2 9 (3 · 3) 4 20 (5 · 4)
3 9 (3 · 3) 6 18 (3 · 6)
4 9 (3 · 3) 6 30 (5 · 6)
5 9 (3 · 3) 8 24 (3 · 8)
6 9 (3 · 3) 8 40 (5 · 8)
7 12 (4 · 3) 4 12 (3 · 4)
8 12 (4 · 3) 4 20 (5 · 4)
9 12 (4 · 3) 6 18 (3 · 6)
10 12 (4 · 3) 6 30 (5 · 6)
11 12 (4 · 3) 8 34 (3 · 8)
12 12 (4 · 3) 8 40 (5 · 8)
prazo, relacionadas ao trade-off entre a preparac¸a˜o da ma´quina de papel e o estoque de
jumbos, bem como entre a integrac¸a˜o dos esta´gios de produc¸a˜o. Para isso, quatro ana´lises
sa˜o exploradas:
- tamanho dos problemas;
- restric¸o˜es na capacidade de produc¸a˜o;
- perda de papel;
- custos na func¸a˜o objetivo.
Tamanho dos problemas: A Tabela 2 apresenta os resultados dos experimentos com-
putacionais obtidos com relac¸a˜o ao tamanho dos problemas. O gap e´ dado por:
100 · (ZUB − ZLB)
ZUB
,
onde ZUB e´ a soluc¸a˜o encontrada pela heur´ıstica de arredondamento e ZLB e´ a soluc¸a˜o
obtida pelo me´todo simplex com gerac¸a˜o de colunas. As colunas GapB, GapW e GapA
mostram os melhores, piores e me´dios valores para o gap. A me´dia do tempo computacio-
nal gasto para resoluc¸a˜o do problema integrado e´ apontado na coluna Tempo. As colunas
#Iter e #Cols exibem, respectivamente, o nu´mero me´dio de iterac¸o˜es e colunas geradas
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pelo me´todo simplex com gerac¸a˜o de colunas. O nu´mero me´dio de varia´veis de decisa˜o in-
teiras, varia´veis de decisa˜o bina´rias, varia´veis de decisa˜o e restric¸o˜es sa˜o mostrados, nessa
ordem, nas colunas #Bin, #Int, #V ar e #Const.
Observe que os valores me´dios do gap foram altos, em me´dia ≈ 60%. Uma
das principais causas disso pode ter sido o efeito “borra˜o” das varia´veis de preparac¸a˜o
da ma´quina de papel na soluc¸a˜o relaxada do problema integrado (Seeanner, 2013, pp.
76−77). Por conta disso, os valores para as varia´veis de preparac¸a˜o sa˜o muito pequenos, o
que permite a produc¸a˜o, mas na˜o incorre em custos. Isso pode ser facilmente ilustrado por
um exemplo. Considere uma instaˆncia do problema integrado com T = 1 macroper´ıodo,
S = 4 microper´ıodos, K = 4 gramaturas, N = 4 tipos de bobina e J = 4 padro˜es de
corte. A soluc¸a˜o relaxada das varia´veis Yks pode ser vista na Tabela 3. Para cada linha
da tabela, a soma de Yks e´ igual a 1. Repare que os valores das varia´veis Yks pertencentes
ao microper´ıodo s = 1 permitem a produc¸a˜o de diferentes gramaturas, entretanto, apenas
um terc¸o do custo total de preparac¸a˜o da ma´quina de papel e´ contabilizado na func¸a˜o
objetivo.
Tabela 3 – Varia´veis de preparac¸a˜o da ma´quina de papel “borradas”.
Yks s = 0 s = 1 s = 2 s = 3 s = 4























O me´todo de soluc¸a˜o atingiu a otimalidade para o problema integrado com um
tempo computacional razoa´vel (≈ 160 segundos em me´dia) e apenas algumas dezenas de
colunas (60 em me´dia). Como era esperado, o nu´mero de colunas aumenta gradativamente
com o nu´mero de tipos de bobina. Isso se deve ao fato de que, com o aumento do nu´mero de
tipos de bobina, maiores sa˜o as combinac¸o˜es poss´ıveis de padro˜es de corte eficientes. Ale´m
disso, o nu´mero de colunas usadas na soluc¸a˜o se mante´m aproximadamente constante
durante a execuc¸a˜o do me´todo simplex com gerac¸a˜o de colunas. Sendo assim, o que faz
a soluc¸a˜o relaxada melhorar na˜o e´ o nu´mero total de colunas, mas sim a possibilidade de
“substitu´ı-las” por outras ainda melhores (veja, por exemplo, a Figura 10).
Capacidade de produc¸a˜o: A Tabela 4 apresenta os resultados dos experimentos compu-
tacionais obtidos em relac¸a˜o a` capacidade de produc¸a˜o. As colunas Cp e Sp contabilizam,
respectivamente, a utilizac¸a˜o me´dia da capacidade dispon´ıvel para produc¸a˜o e preparac¸a˜o
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da ma´quina de papel. O nu´mero me´dio de mudanc¸as feitas ao longo do horizonte de
planejamento e´ mostrado na coluna #Ch.
Tabela 4 – Comparac¸a˜o dos resultados em relac¸a˜o a capacidade de produc¸a˜o.
Classe Cp (%) Sp (%) #Ch
1 76, 65 16, 31 4, 00
2 78, 07 12, 93 3, 60
3 78, 97 22, 50 5, 40
4 79, 07 22, 34 5, 60
5 81, 43 30, 34 7, 00
6 82, 76 27, 46 7, 20
7 75, 43 17, 90 4, 80
8 77, 55 19, 61 5, 50
9 77, 69 23, 42 5, 60
10 79, 52 23, 38 6, 20
11 81, 98 27, 29 7, 50
12 81, 50 26, 12 7, 90
A utilizac¸a˜o me´dia da capacidade de produc¸a˜o dispon´ıvel foi aproximadamente
em me´dia 76%, 78% e 80% para as classes com 4, 6 e 8 gramaturas, respectivamente.
Sendo que, deste total, 17%, 22% e 27% foram com preparac¸o˜es. Ale´m disso, poucas
mudanc¸as foram feitas na ma´quina de papel. O numero me´dio de mudanc¸as foi 4, 50 para
classes com 4 gramaturas, 5, 70 para classes com 6 gramaturas e 7, 40 para classes com 8
gramaturas. Note que, em ambos os casos, esses valores cresceram gradativamente com
o nu´mero de gramaturas.
Um dos objetivos da indu´stria de papel e´ obter sequeˆncias de produc¸a˜o que
alternem gradualmente as gramaturas produzidas, visto que mudanc¸as muito bruscas
causam instabilidade ou ate´ mesmo a quebra da ma´quina de papel. A ocorreˆncia deste
tipo de mudanc¸a foi maior em classes com 9 microper´ıodos do que para classes com 12
(veja, por exemplo, as Figuras 11 e 12). Uma explicac¸a˜o para isso e´ que, com o aumento
do nu´mero de microper´ıodos, se tem mais flexibilidade para sequenciar a produc¸a˜o na
ma´quina de papel.
Perda de papel: A Tabela 5 apresenta os resultados dos experimentos computacionais
obtidos em relac¸a˜o a` perda de papel. As colunas Sl e Cl mostram, respectivamente, a
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s = 7 s = 8
k  = 1
k  = 2
k  = 3
k  = 4
k  = 5
k  = 6
s = 9
k  = 7
s = 0
k  = 8
s = 1 s = 2 s = 3 s = 4 s = 5 s = 6
Figura 11 – Sequenciamento da produc¸a˜o obtido para a instaˆncia 3 da classe 5.
s = 7 s = 8
k  = 1
k  = 2
k  = 3
k  = 4
k  = 5
k  = 6
s = 9
k  = 7
s = 0
k  = 8
s = 10 s = 11 s = 12s = 1 s = 2 s = 3 s = 4 s = 5 s = 6
Figura 12 – Sequenciamento da produc¸a˜o obtido para a instaˆncia 3 da classe 11.
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me´dia do papel perdido com as mudanc¸as feitas na produc¸a˜o ao longo do horizonte de
planejamento e tambe´m com o corte dos jumbos em bobinas.
Tabela 5 – Comparac¸a˜o dos resultados em relac¸a˜o a perda de papel.
Classe Sl (%) Cl (%)
1 1, 60 2, 64
2 1, 29 0, 87
3 2, 19 2, 36
4 2, 16 1, 00
5 2, 80 2, 87
6 2, 35 1, 22
7 1, 76 2, 76
8 1, 96 0, 90
9 2, 27 2, 47
10 2, 24 0, 99
11 2, 47 2, 83
12 2, 19 1, 27
A perda me´dia de papel foi menor no segundo esta´gio de produc¸a˜o (≈ 2, 11%)
do que no primeiro (≈ 1, 85%). Um dos motivos que levaram a isso e´ o alto custo
por cent´ımetro de papel perdido durante o corte de jumbos em bobinas. Ale´m disso, no
segundo esta´gio de produc¸a˜o, a perda de papel diminui a medida que o nu´mero de tipos de
bobina aumenta. A explicac¸a˜o para isto e´ ana´loga ao do nu´mero total de colunas geradas,
ou seja, com o aumento do nu´mero de tipos de bobina, maiores sa˜o as possibilidades de
aproveitamento do jumbo, reduzindo ainda mais o desperd´ıcio de papel.
Custos na func¸a˜o objetivo: A Tabela 6 apresenta os resultados dos experimentos
computacionais obtidos em relac¸a˜o aos custos que compo˜em a func¸a˜o objetivo do problema
integrado. As colunas Hc, sc, hc, bc e cl mostram, respectivamente, a me´dia dos custos
relacionados ao estoque de jumbos, estoque de bobinas, atraso na entrega de bobinas e a
perda de papel com o corte de jumbos em bobinas. Observe que uma grande porcentagem
dos custos na func¸a˜o objetivo esta´ relacionado a perda de papel, seguido pela preparac¸a˜o
da ma´quina de papel e pelo atraso na entrega de bobinas. E´ importante destacar que os
custos com atraso na entrega das bobinas sa˜o dif´ıceis de serem mensurados, uma vez que
envolve tambe´m aspectos qualitativos (por exemplo, satisfac¸a˜o do cliente).
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Tabela 6 – Comparac¸a˜o dos custos que compo˜em a func¸a˜o objetivo.
Classe Hc (%) sc (%) hc (%) bc (%) cl (%)
1 2, 00 25, 68 5, 29 11, 70 55, 32
2 3, 43 31, 26 9, 10 24, 13 32, 08
3 2, 20 30, 06 5, 22 27, 61 34, 91
4 2, 41 38, 26 4, 86 34, 71 19, 77
5 0, 87 27, 70 3, 19 38, 05 30, 19
6 1, 32 29, 79 3, 91 49, 09 15, 90
7 2, 09 29, 63 5, 16 3, 82 59, 29
8 2, 28 50, 26 9, 96 2, 52 34, 98
9 2, 12 34, 15 4, 61 18, 88 40, 24
10 2, 52 44, 98 5, 71 24, 40 22, 39
11 1, 42 29, 80 4, 29 29, 19 35, 31
12 1, 94 35, 40 5, 18 36, 22 21, 26
O custo me´dio com a perda de papel reduziu a medida que o nu´mero de tipos
de bobina cresceu. A explicac¸a˜o para isso e´ a mesma dada para a perda de papel, ou seja,
com o aumento do nu´mero de tipos de bobina, maiores sa˜o as possibilidades de se obter
padro˜es de corte eficientes. Ale´m disso, ao comparar as classes com 9 e 12 microper´ıodos,
e´ poss´ıvel perceber que esses custos sofreram um aumento me´dio de aproximadamente
5%, entretanto, houve uma reduc¸a˜o me´dia de ≈ 12% do custo com o atraso na entrega
de bobinas. O aumento do nu´mero de microper´ıodos fez tambe´m com que o custo me´dio
com preparac¸a˜o da ma´quina de papel crescesse aproximadamente 8%. Isso ocorreu devido
ao aumento do nu´mero de microper´ıodos fazer com que nu´mero me´dio de mudanc¸as na
produc¸a˜o tambe´m crescesse.
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5 Concluso˜es e perspectivas futuras
O processo de produc¸a˜o do papel consiste em produzir jumbos com diferen-
tes gramaturas que, posteriormente, sa˜o cortados para atender a demanda de bobinas
dentro de um horizonte de planejamento dividido em per´ıodos. O jumbo e´ produzido
numa ma´quina com capacidade limitada onde os tempos e custos de preparac¸a˜o sa˜o de-
pendentes da sequeˆncia. Os principais problemas de otimizac¸a˜o que surgem em meio a
este processo sa˜o: dimensionamento de lotes, sequenciamento da produc¸a˜o e corte de es-
toque. Uma tendeˆncia recente da literatura consiste em resolveˆ-los simultaneamente a fim
de obter planos de produc¸a˜o ainda melhores. Portanto, neste trabalho foi proposto um
modelo matema´tico de otimizac¸a˜o inteira que trata desses problemas de forma integrada
na indu´stria de papel.
O modelo matema´tico desenvolvido para o problema integrado de dimensio-
namento de lotes, sequenciamento da produc¸a˜o e corte de estoque na indu´stria de papel
apresenta algumas dificuldades de resoluc¸a˜o, entre elas, o nu´mero grande de varia´veis de
decisa˜o e, consequentemente de padro˜es de corte. Sendo assim, um me´todo de soluc¸a˜o
heur´ıstico baseado em abordagens conhecidas da literatura que superam essas dificuldades
foi implementado, no qual e´ composto de duas fases: na primeira, o me´todo simplex com
gerac¸a˜o de colunas obteˆm novos padro˜es de corte que reduzem ainda mais o desperd´ıcio de
papel e, em seguida, uma heur´ıstica de arredondamento e´ usada para obter uma soluc¸a˜o
inteira fact´ıvel para o problema integrado.
Para validar o modelo matema´tico e o me´todo de soluc¸a˜o, um se´rie de experi-
mentos computacionais foram feitos. Os gaps obtidos pelo me´todo de soluc¸a˜o implemen-
tado sa˜o altos, em me´dia ≈ 60%. Uma das poss´ıveis causas para isso e´ o fato da relaxac¸a˜o
linear do problema integrado de dimensionamento de lotes, sequenciamento da produc¸a˜o
e corte de estoque fornecer limitantes inferiores ruins. Talvez uma perspectiva futura de
pesquisa seja aplicar implementar me´todos de soluc¸a˜o exatos baseados em branch-and-
bound ou branch-and-price afim de obter limitantes inferiores um pouco melhores. Ale´m
disso, outras formulac¸o˜es matema´ticas para o problema de dimensionamento e sequenci-
amento de lotes, por exemplo o CLSD (Haase, 1996), podem ser exploradas. Embora a
indu´stria de papel tenha sido o objeto de estudo deste trabalho, o problema integrado
de dimensionamento de lotes, sequenciamento da produc¸a˜o e corte de estoque pode ser
aplicado a outros tipos de indu´stria de manufatura (mo´veis, ac¸o, vidro, teˆxtil, colcho˜es,
entre outras).
Uma das maiores dificuldades enfrentada durante o desenvolvimento deste tra-
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balho foi a gerac¸a˜o de dados para validac¸a˜o do modelo matema´tico. Gentilmente, o Prof.
Dr. Gonc¸alo Figueira do departamento de Engenharia e Gesta˜o Industrial da Universi-
dade do Porto disponibilizou o gerador de dados contru´ıdo com base nos dados coletados
em uma indu´stria de papel portuguesa. Entretanto, diversas deduc¸o˜es precisaram ser
feitas para que esse gerador fosse adaptado ao modelo matema´tico proposto.
Finalmente, a contribuic¸a˜o deste trabalho foi orientada ao desenvolvimento de
um modelo matema´tico que aborda os problemas de dimensionamento de lotes, sequen-
ciamento da produc¸a˜o e corte de estoque na indu´stria de papel. Os resultados obtidos
mostram claramente que a estrate´gia de modelagem utilizada e o me´todo de soluc¸a˜o
implementado sa˜o adequados e abrem novas possibilidades de investigac¸a˜o.
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